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Le chemostat

Dsin

D(s+x1 +x2)
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Modèle mathématique















ṡ= D(sin −s)−µ1(s)x1−µ2(s)x2

ẋ1 = µ1(s)x1−Dx1

ẋ2 = µ2(s)x2−Dx2

(1)

A1. µ1,µ2 : R+ → R+, de classe C 1

A2. µ1(0) = 0, µ2(0) = 0

A3. µ ′
1(s) > 0, µ ′

2(s) > 0, ∀ s∈ R+

A4. µi(sin) > D, i = 1,2
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Généralités

Proposition 1

1. Pour toute condition initiale dansR3
+, la solution de (1) a

des composantes positives, bornées, et donc, d́efinie∀t ≥ 0

2. Ω = {(s,x1,x2) ∈ R
3
+/s+x1+x2 = sin} est positivement

invariant et attracteur de toutes les solutions du système (1)

Soutenance de thèse02 Décembre 2010– p. 5/86



Principe d’exclusion compétitive

µ1(s
∗
1) = µ2(s

∗
2) = D

Proposition 2 L’ équilibre GAS sur l’orthant positif est

−E1 = (s∗1,sin −s∗1,0) si s∗1
< s∗2

−E2 = (s∗2,0,sin −s∗2) si s∗2 < s∗1

s∗1 s∗2 sin

D
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Fonction de Lyapunov

Proposition 3 Supposons que s∗
1 < min(s∗2,sin). pour tout

s̄≥ sin, l’ensembleM =
{

(s,x1,x2) ∈ [0, s̄]×R
∗
+×R+

}

est

positivement invariant, et la fonction

V(s,x1,x2) = max(1,
µ1(s̄)−D

D
)µ2(s

∗
1)|s+x1+x2−sin|

+(D−µ2(s
∗
1))

{

x1− (sin −s∗1)(1+ log

(

x1

sin −s∗1

)

)

}

+
∫ s

s∗1

(µ1(σ)−D)dσ

est d́ecroissante le long des trajectoires de (1) surM . En outre,
E1 est GAS surM .
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Cas non générique

Supposons que s∗1 = s∗2 = s∗/ µ ′
1(s

∗) > µ ′
2(s

∗). Soient

D∗ = µi(s∗) et S (D∗) =
{

(s∗,x∗1,x
∗
2) ∈ R

3
+/ s∗ +x∗1+x∗2 = sin

}

Proposition 4 Pour toute condition initiale sur l’orthant
positive telle que x1(0) > 0 et x2(0) > 0, on a

lim
t→+∞

(s(t),x1(t),x2(t)) = (s∗,x∗1,x
∗
2), x∗1 > 0,x∗2 > 0

La solution de (1) converge asymptotiquement versS (D∗)
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Perturbation singulière

D = D∗ + ε
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Forme non Tikhonov

b = x1 +x2, p =
x1

b
et µ̃(s, p) = p µ1(s)+(1− p) µ2(s)































ṗ = p(1− p)
(

µ1(s)−µ2(s)
)

ṡ = D∗(sin −s)− µ̃(s, p) b + ε (sin −s)

ḃ =
(

µ̃(s, p)−D∗
)

b− ε b

0 < p(0) < 1, 0≤ s(0) et 0 < b(0)
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Caractérisation lent-rapide

ξ̇ = F(ξ ,ε) ,

Par application de l’approche de Fenichel à la dynamique

"augmentée" dans R
4 :

{

ξ̇ = F(ξ ,ε)

ε̇ = 0
on obtient

Proposition 5 ∃ε0 > 0 et un voisinageV0 deS (D∗);
∀ε ∈ (−ε0,ε0), il existe une varíet́e 1D invarianteΣε ⊂ V0.
Ainsi,∀ξ0,b(0) > 0 et ε suffisamment petit,∃σ̄ε ∈ Σε et
Mε < +∞;

∥

∥

∥ξ (σ̄ε ,ε , t)−ξ (ξ0,ε , t)
∥

∥

∥ ≤ Mεe−kt
∥

∥

∥σ̄ε −ξ0

∥

∥

∥, ∀t ≥ 0
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La variété invariante
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Caractérisation en lent-rapide

Proposition 6 Une approximation d’ordreε de la varíet́e Σε est

Σ̃ε =





























s∗ +
ε

pµ ′
1(s

∗)+(1− p)µ ′
2(s

∗)

sin −s∗−
ε

pµ ′
1(s

∗)+(1− p)µ ′
2(s

∗)
p











/

p∈ [0,1]



















L’approximation d’ordreε de la dynamique restreintèa Σε est

ṗ = ε p(1− p)
µ ′

1(s
∗)−µ ′

2(s
∗)

pµ ′
1(s

∗)+(1− p)µ ′
2(s

∗)
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Temps de convergence

Corollaire 7 Supposons queµ ′
1(s

∗) > µ ′
2(s

∗) > 0, ε > 0 et soit

α =
µ ′

1(s
∗)

µ ′
2(s

∗)
−1. Une estimation de temps qui permet au

dynamique de conduire la proportion de l’espèce 1 d’uńetat p1
à unétat p2 > p1 est donńee par l’expression suivante :

T(p1, p2) =
1

ε α

(

log

(

p2

p1

)

+(1+α) log

(

1− p1

1− p2

))
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Simulations numériques
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Restriction au plan







ẋ1 = [µ1(sin −x1−x2)−D]x1

ẋ2 = [µ2(sin −x1−x2)−D]x2

avec







0≤ x1 +x2 ≤ sin

s= sin −x1−x2

•

•

•F0

F2

F1
F0 = (0,0) F1 = (sin −s∗1,0) F2 = (0,sin −s∗2)
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Interactions inter-spécifiques
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Interactions inter-spécifiques



























ṡ= D (sin −s)− f1(s,x2) x1− f2(s,x1) x2

ẋ1 = ( f1(s,x2) −D) x1

ẋ2 = ( f2(s,x1) −D) x2

∂ f1
∂x2

(s,x2) > 0 et
∂ f2
∂x1

(s,x1) > 0 ⇒ Mutualisme

∂ f1
∂x2

(s,x2) < 0 et
∂ f2
∂x1

(s,x1) < 0 ⇒ Inhibition réversible
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Cas de deux espèces mutualistes































ṡ = D(sin −s)− f1(s,x2)x1− f2(s,x1)x2,

ẋ1 =
(

f1(s,x2)−D
)

x1,

ẋ2 =
(

f2(s,x1)−D
)

x2.

(2)

1. f1 et f2 sont C1(R2
+).

2.
∂ fi
∂s

(s,x j) > 0 et
∂ fi
∂x j

(s,x j) > 0.

3. f1(0,x2) = f2(0,x1) = 0 et f1(s,0) = f2(s,0) = 0.
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Généralités

Théorème 8
1. L’équilibre trivial E0 = (sin,0,0) existe toujours et il est

LAS.

2. Si max
[0,sin]×[0,sin]

f1(s,x2) > D et max
[0,sin]×[0,sin]

f2(s,x1) > D, il

peut exister d’autres points d’équilibres positifs

E∗ = (s∗,x∗1,x
∗
2)/s∗ +x∗1+x∗2 = sin.

Soutenance de thèse02 Décembre 2010– p. 20/86



Restriction 2D

En utilisant le fait que s= sin −x1 −x2, la projection, sur le
plan (x1,x2), de la restriction du système (2) sur Ω est :















ẋ1 = x1

(

f1(sin − (x1+x2),x2)−D
)

= x1 g1(x1,x2),

ẋ2 = x2

(

f2(sin − (x1+x2),x1)−D
)

= x2 g2(x1,x2).

S =
{

(x1,x2) ∈ R+
2 : 0≤ x1+x2 ≤ sin

}
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Analyse locale et globale 2D

Théorème 9
1. S ne contient pas d’orbites périodiques.

2. F0 = (0,0) est LAS.

3. Si max
[0,sin]×[0,sin]

f1(s,x2) > D et max
[0,sin]×[0,sin]

f2(s,x1) > D , il

peut exister deśequilibres ’positifs’ F∗ = (x∗1,x
∗
2) où x∗1 > 0

et x∗2 > 0. Dans ce cas il exist deux domaines d’attraction
R0 (lessivage) et R∗ (coexistence).

4. Si F0 est le seul point d’́equilibre alors il est GAS.
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Unicité de l’équilibre positif stable

Γi = {(x1,x2) ∈ S , gi(x1,x2) = 0}, i = 1,2.

Théorème 10 Si Γ1 et Γ2 sont strictement concaves alors le
syst̀eme ŕeduit admet au maximum deuxéquilibres positifs tels
qu’un seul point est LAS.

Corollaire 11 Si l’un des deux cas suivants est satisfait

1. f1 et f2 sont strictement concaves

2. f1(s,x2) = h1(s)k1(x2) et f2(s,x1) = h2(s)k2(x1) où
h1,h2,k1 et k2 sont strictement concaves

alors Γ1 et Γ2 sont strictement concaves
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Analyse globale 3D

Théorème 12 F∗ et E∗ ont la m̂eme nature de stabilité
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Simulations numériques

fi(s,x j) = µmax
s

ai +s

x j

bi +x j

 0 0

 0 0

 0

 0

 0

 0

 0 0
 0 0  0 0  0 0

R*

R0

S

N

 0 0

 0 0

 0

 0

 0

 0

 0 0
 0 0  0 0  0 0

R*

R0

S

N

 0 0

 0 0

 0

 0

 0

 0

 0 0
 0 0  0 0  0 0

R*

R0

S

N

 0 0

 0 0

 0

 0

 0

 0

 0 0
 0 0  0 0  0 0

R*

R0

S

N

 0 0

 0 0

 0

 0

 0

 0

 0 0
 0 0  0 0  0 0

R*

R0

S

N

 0 0

 0 0

 0

 0

 0

 0

 0 0
 0 0  0 0  0 0

R*

R0

S

N

 0 0

 0 0

 0

 0

 0

 0

 0 0
 0 0  0 0  0 0

R*

R0

S

N

 0 0

 0 0

 0

 0

 0

 0

 0 0
 0 0  0 0  0 0

R*

R0

S

N

 0 0

 0 0

 0

 0

 0

 0

 0 0
 0 0  0 0  0 0

R*

R0

S

N

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

D=0.9

x1

x2

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0  0 0

R0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0  0 0

R0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0  0 0

R0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0  0 0

R0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0  0 0

R0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0  0 0

R0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0  0 0

R0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0  0 0

R0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0

 0 0  0 0

R0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

D=1.1

x1

x2
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Simulations numériques

fi(s,x j) =
2
π

arctg(50x j)s+
2
π

[βix j + αi sin(ωix j)]arctg(50s)
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Cas de l’inhibition réversible



























ṡ= D (sin −s)− f1(s,x2) x1− f2(s,x1) x2

ẋ1 = ( f1(s,x2) −D) x1

ẋ2 = ( f2(s,x1) −D) x2

f1(0,x2) = f2(0,x1) = 0

∂ f1
∂s

(s,x2) > 0 et
∂ f2
∂s

(s,x1) > 0

∂ f1
∂x2

(s,x2) < 0 et
∂ f2
∂x1

(s,x1) < 0
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Points d’équilibre

F0 = (0,0),F1 = (x̄1,0),F2 = (0, x̄2),F∗ = (x∗1,x
∗
2)

D1 = f1(sin,0),D2 = f2(sin,0),D3 = f2(sin − x̄1, x̄1)

D4 = f1(sin − x̄2, x̄2)
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Analyse globale

Lemme 13
F∗ existe ssimax(D3,D4) < D < min(D1,D2).
Si F∗ existe alors il est unique et il est toujours un col

S ne contient pas d’orbites périodiques.

Théorème 14
1. Si D3 < D < D4,F1 est GAS, si D4 < D < D3,F2 est GAS.

2. Simax(D3,D4) < D < min(D1,D2), la variét́e stable du col
F∗ sépareS en 2 domaines attractivesR1 etR2, l’un
pour F1 et l’autre pour F2.

3. Si D1 < D < D2, F2 est GAS, si D2 < D < D1, F1 est GAS.

4. Simax(D1,D2) < D, F0 est GAS.
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Simulations numériques

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

-

F0 F0 F0F1 F1

F2

F∗

0.6
• •

D2 = 2

2.5
•

D1 = 3
•

4
• D
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Relation syntrophique

sin : AGV

?

x1 -

@
@

@
@

@
@

@R

Acétate
Acétogènes

p : H2

-

l’Hydrogène inhibe
les acétogènes

?

x2 � CO2Méthanogènes

CH4
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Relation syntrophique



























ṡ = D(sin −s)−k1 f (s, p)x1

ẋ1 = f (s, p)x1−Dx1

ẋ2 = g(p)x2−Dx2

ṗ = k2 f (s, p)x1−k3g(p)x2−Dp

f : R
2
+ → R+ et g : R+ → R+ sont de classe C1

f (0, p) = 0,
∂ f
∂s

(s, p) > 0,
∂ f
∂ p

(s, p) < 0

g(0) = 0, g(sin) > D, g′(p) > 0
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Relation syntrophique

Si f (sin −2p, p) > D, ∀ p≥ 0 tels que g(p) ≤ D alors
l’équilibre E∗ = (s∗,x∗1,x

∗
2, p∗) est GAS.
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Relation syntrophique

f (s, p) =
a1s

(b1 +s)(c1 + p)
, g(p) =

a2 p
b2 + p
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0
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x1
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Relation syntrophique

sin : AGV pin : H2

?

x1

�
�

�	

p : H2

�

l’Hydrogène inhibe
les acétogènes

-

l’A
G

V
in

hi
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le
s

m
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s

?

x2
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Relation syntrophique



























ṡ = D(sin −s)−k1 f (s, p)x1

ẋ1 = f (s, p)x1−Dx1

ẋ2 = g(s, p)x2−Dx2

ṗ = D(pin − p)+k2 f (s, p)x1−k3g(s, p)x2

f1, f2 : R
2
+ → R+ de classe C 1

f1(0, p) = 0, f2(s,0) = 0

∂ f1
∂s

(s, p) > 0,
∂ f1
∂ p

(s, p) < 0

∂ f2
∂s

(s, p) < 0,
∂ f2
∂ p

(s, p) > 0
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Relation syntrophique

Des équilibres positives E∗ = (s∗,x∗1,x
∗
2, p∗) sont possibles

Si E∗ est unique alors il est GAS

S’il existe plusieurs équilibres positifs alors il existe un
domaine attractif R∗ (coexistence).

Soutenance de thèse02 Décembre 2010– p. 37/86



Relation syntrophique

f (s, p) =
a1s

(b1 +s)(c1 + p)
, g(s, p) =

a2 p
(b2 + p)(c2 +s)
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Culture batch

Mesures en ligne

Oxydation de glucose → Substrat

Densité optique → Biomasse totale
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Croissance bactérienne
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Soutenance de thèse02 Décembre 2010– p. 40/86



Croissance bactérienne
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Croissance bactérienne
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Croissance bactérienne
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Croissance bactérienne
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Modélisation...

Phase exponentielle: Monod,...






Ṡ= −
µ(S)

Y
X

Ẋ = µ(S)X

Phase de latence: Baranyi,
Buchanam...

Phase stationnaire et de déclin :
peu de modèles mécanistes...
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Le modèle proposé

Biomasse ��*
HHj

Nutriment

?
Croissance -

Mortalité -

Cellules actives (densité X)

Cellules non viables (densité Xd )

Recyclage de nutriment�



















Ẋ = µ(S)X − m X

Ẋd = δ m X

Ṡ = −
µ(S)

Y
X +λ (1−δ ) m X

Hypothèses

λ <
1
Y

µ(.) est une fonction régulière croissante telle que µ(0) = 0
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Le modèle proposé

Ssubstrat, X cellules viables et Xd cellules non viables.






























Ṡ = −
µ(S)

Y
X +λ (1−δ ) m X

Ẋ = µ(S)X − m X

Ẋd = δ m X

S(0) = S0 > 0, X(0) = X0 > 0 et Xd(0) = 0.
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Les taux de croissance

Méthode de moindres carrés en minimisant

P =
n

∑
i=1

(pi −µ(Si))
2
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Taux de croissance estimés
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Taux de croissance estimés
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Taux de croissance estimés
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Taux de croissance estimés
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Taux de croissance estimés
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Identification des paramètres du modèle

Méthode de moindres carrés en minimisant

Q =
n1

∑
i=1

(

Si −S(ti)
)2

+
n2

∑
j=1

(

DO j − γ1X(t j)− γ2Xd(t j)
)2
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Ajustement des données
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Ajustement des données
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Ajustement des données
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Ajustement des données
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Ajustement des données
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Cultures mixtes



































Ṡ= −
n

∑
i=1

µi(S)

Yi
Xi +

n

∑
i=1

λi(1−δi) mi Xi

Ẋi = (µi(S)−mi) Xi

Ẋdi = δi mi Xi

Sous l’hypothèse
1
Yi

> λi , i = 1...n

Les expériences sont réalisées en triplicats et à
densités égales de chaque espèce.
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Résultats DO
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Résultats DO
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Résultats DO
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Résultats qPCR
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Résultats qPCR
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Résultats qPCR
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Résultats qPCR
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Soutenance de thèse02 Décembre 2010– p. 67/86



Questions d’observabilité

Ssubstrat, X cellules viables et Xd cellules non viables.






























Ṡ = −
µ(S)

Y
X +λ (1−δ ) m X

Ẋ = µ(S)X − m X

Ẋd = δ m X

S(0) = S0 > 0, X(0) = X0 > 0 et Xd(0) = 0.
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Forme simplifiée

s= S,x =
X
Y

,xd =
Xd

Y
,a = (1−δ )m et k = λY















ṡ = −µ(s) x+ka x

ẋ = µ(s)x − m x

ẋd = m x−a x

a < m et k < 1

Soit s̄= µ−1(m) ou +∞. Les trajectoires convergent
asymptotiquement vers E∗ =

(

s∗,0, m−a
m−ka(s0 +x0−s∗)

)

avec
s∗ ≤ min(s0 +x0, s̄)
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Questions d’observabilité















ṡ = −µ(s) x+ka x

ẋ = µ(s)x − m x

ẋd = m x−a x

y =





s

x+xd





Hypothèses

µ(.) et k sont connus

(m,a,k) ∈ [m−,m+]× [a−,a+]× [k−,k+]

Objectif Reconstruction de m,a,k,x(.) et xd(.)
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Identifiabilité structurelle























































m = µ(y1)−
ÿ1+ ÿ2

ẏ1+ ẏ2

x =
ÿ2−

(

µ(y1)−m
)

ẏ2

µ ′(y1) ẏ1

xd = y2−x

a = µ(y1)−
ẏ2

x

k =
µ(y1)

a
+

ẏ1

ax

si









s

x

xd









6= E∗
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Structure de la dynamique

?

y

y

avec
dφ(y)

dt
> 0

y1�

Ż1 =

(

dφ(y)
dt

)−1

F1(Z1,P1)

?
P1

Ż2 = F2(Z2,y1,P1,P2)

(Z1,P1) est observable pour la dynamique (F1,H1)
(Z2,P2) est observable pour la dynamique (F2,H2),P1 connu
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Structure d’un observateur en cascade

τ(t) = φ(y(t))−φ(y(0))

?

y

y1

y
�

d
dτ

(

Ẑ1

P̂1

)

= F̂1(Ẑ1, P̂1,y1)

?
P̂1

d
dt

(

Ẑ2

P̂2

)

= F̂2(P̂1, Ẑ2, P̂2,y)
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Structure de la dynamique

τ(t) = y1(0)+y2(0)−y1(t)−y2(t). τ(.) est une fonction
croissante à valeurs dans [0, τ̄) où τ̄ = lim

t→+∞
τ(t) < +∞.

ds
dτ

=
k

1−k
−

1
a(1−k)

µ(s) = α −β µ(s)

ξ =













s
ds
dτ
d2s
dτ2













,A =









0 1 0

0 0 1

0 0 0









,C = (0 0 1), v =









0

0

1









Soutenance de thèse02 Décembre 2010– p. 74/86



Structure de la dynamique















dξ
dτ

= Aξ +ϕ(y1,ξ )v

y1 = Cξ = ξ1

ϕ(y1,ξ ) =
ξ 2

3

ξ2
+ξ2ξ3

µ ′′(y1)

µ ′(y1)
. α et β sont donnés par

α = lα(y1,ξ ) = ξ2−
ξ3µ(y1)

ξ2µ ′(y1)
, β = lβ (y1,ξ ) = −

ξ3

ξ2µ ′(y1)
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Un premier observateur







































dξ̂
dτ

= A ξ̂ + ϕ̃(y1, ξ̂ )v−









3θ1

3θ 2
1

θ 3
1









(ξ̂1−y1)

α̂ = l̃α(y1, ξ̂ ), β̂ = l̃β (y1, ξ̂ )

garantit une convergence pratique exponentielle pour
τ ∈ [0, τ̄) et θ1 suffisamment grand
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Structure de la dynamique

z= s+x+xd = y1 +y2, ζ =





z
ż
z̈



 et

ψ(y1,ζ ,α,β ) =
ζ 2

3

ζ2
+ µ ′(y1)(β µ(y1)−α) ζ 2

2







ζ̇ = Aζ +ψ(y1,ζ ,α,β )v

z = Cζ = y1 +y2

⇒ m= µ(y1)−
ζ3

ζ2
= lm(y1,ζ ), x = −βζ2, xd = y2−x
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Un second observateur







































˙̂ζ = Aζ̂ + ψ̃(y1, ζ̂ ,α,β )v−









3θ2

3θ 2
2

θ 3
2









(ζ̂1−y1−y2)

m̂= l̃m(y1, ζ̂ ), x̂ = −βζ̂ , x̂d = y2− x̂

garantit une convergence exponentielle dès que α,β sont
parfaitement connus et θ2 est suffisamment grand
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Robustesse du second observateur

Si α et β sont incertains, replacés par α̃(·) et β̃ (·) tels que
(α̃(t), β̃ (t)) ∈ [α−,α+]× [β−,β+], ∀t ≥ 0 ainsi on a une
convergence pratique exponentielle

|m̂(t)−m| ≤ ε + b̄2e−c̄2t ||ζ̂ (0)−ζ (0)||

|x̂(t)−x(t)| ≤ ε + d̄2|β̃ (t)−β |+ b̄2e−c̄2t ||ζ̂ (0)−ζ (0)||

pour tout t ≥ 0
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Couplage à deux échelles de temps



















































dξ̂
ds1

= Aξ̂ + ϕ̃(y1, ξ̂ )v−









3θ1

θ 2
1

θ 3
1









(ξ̂1−y1)

dζ̂
ds2

= Aζ̂ + ψ̃(y1, ζ̂ , α̂(s2), β̂ (s2))v−









3θ2

θ 2
2

θ 3
2









(ζ̂1−y1−y2)

garantit une convergence pratique exponentielle dès que
θ1 et θ2 sont suffisamment grands
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Simulations numériques

Taux de croissance : µ(s) = µmaxs
ks+s ,µmax= 1,Ks = 100

Conditions initiales : s(0) = 50,x(0) = 1,xd(0) = 0

Gain : θ1 = 3,θ2 = 2

paramètre δ k m

valeur 0.2 0.2 0.1

bornes [0.1,0.3] [0.1,0.3] [0.05,0.2]
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Simulations numériques
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Simulations numériques
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Conclusion et perspectives

Culture en continu

Culture en batch
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