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Perspectives

1 Les étapes de la digestion anaérobie
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4 Le taux de biogaz produit pour les modèles avec et sans inhibition
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Hydrolyse : Les molécules organiques complexes (X0) sont
décomposées en substrat simple (S).

Acidogenèse : Les bactéries acidogènes (XS) convertissent le
substrat en acide acétique (A), acide gras volatile ”AGV” (V ),
alcools, hydrogène (H) et dioxyde de carbone.

Acétogenèse : Les AGV et l’alcool sont utilisés par les bactéries
acétogènes (XV ) et ils sont convertis en acide acétique, en dioxyde
de carbone et hydrogène.

Méthanogenèse : Les bactéries méthanogènes acétoclastiques (XA)
convertissent l’acide acétique en méthane et en dioxyde de carbone,
tandis que les bactéries méthanogènes hydrogénétrophes (XH)
convertissent l’hydrogène et le dioxyde de carbone en méthane.
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Weederman et al. ont considéré un modèle décrivant : l’acidogenèse,
l’acétogenèse et la méthanogenèse
l’hydrolyse : phase préliminaire au processus.

L’étude combine et étend des résultats sur les deux sous-modèles :
- Hess et Bernard (2008) : acidogenèse et la méthanogenèse
- de Hajji et al. (2010) : acétogenèse et méthanogenèse
hydrogénétrophe.

Inhibation par un certain nombre de facteurs.
- l’inhibition de la croissance microbienne des bactéries acétogènes
par l’hydrogène
-l’inhibition de la croissance microbienne des bactéries méthanogènes
hydrogénétrophes par l’acétate.

M. Weedermann, G. Seo and G.S.K.Wolkowicz, (2013), Mathematical model of anaerobic digestion in a chemostat : effects of syntrophy

and inhibition ; Journal of Biological Dynamics, 7(1), pp 59-85.
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Modèle avec inhibition :



dX0

dt = D(X0in −X0)− khydX0

dS
dt = D(Sin − S)− 1

cs
gS(S)XS + k0khydX0

dXS
dt = (gS(S)−D)XS

dV
dt = −DV + γsvgS(S)XS − 1

cv
gV (V,H)XV

dXV
dt = (gV (V,H)−D)XV

dA
dt = −DA+ γsagS(S)XS + γvagV (V,H)XV − 1

ca
gA(A)XA

dXA
dt = (gA(A)−D)XA

dH
dt = −DH + γshgS(S)XS + γvhgV (V,H)XV − 1

ch
gH(H,A)XH

dXH
dt = (gH(H,A)−D)XH .

(1)
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Le taux de biogaz produit pour les modèles avec et sans inhibition
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X0in et Sin sont les concentrations du substrat à l’entrée du
chemostat

D est le taux de dilution

khyd, k0, cs, cv, ca, ch, γsv, γsa, γsh, γva, γvh sont les paramètres
du modèle.
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Pour l = S, V,A et H, gl(.) sont les taux de croissance des bactéries.

(H1) gS(0) = 0, g′S(S) > 0 pour S > 0.

(H2) Pour A ≥ 0 et H ≥ 0, gV (0, H) = 0 et ∂gV
∂V (V,H) > 0.

(H3) Pour A ≥ 0 et H ≥ 0, gV (V, 0) > 0, ∂gV
∂H (V,H) < 0,

lim
H→+∞

gV (V,H) = 0.

(H4) gA(0) = 0, lim
A→+∞

gA(A) = 0, et il existe une constante

Amax > 0, gA(A) > 0 pour 0 < A < Amax et gA(A) < 0 pour
A > Amax.

(H5) Pour A ≥ 0 et H ≥ 0, gH(0, A) = 0, ∂gH
∂H (H,A) > 0.

(H6) For A ≥ 0 et H ≥ 0, gH(H, 0) > 0, ∂gV
∂A (H,A) < 0,

limA→+∞ gH(H,A) = 0.
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Modèle sans inhibition :

On ne tient pas compte des effets inhibiteurs : On suppose que gA est
croissante et gA(0) = 0. gV (V ) et gH(H) correspondent à gV (V, 0) et à
gH(H, 0).

dX0

dt = D(X0in −X0)− khydX0
dS
dt = D(Sin − S)− 1

cs
gS(S)XS + k0khydX0

dXS
dt = (gS(S)−D)XS

dV
dt = −DV + γsvgS(S)XS − 1

cv
gV (V )XV

dXV
dt = (gV (V )−D)XV

dA
dt = −DA+ γsagS(S)XS + γvagV (V )XV − 1

ca
gA(A)XA

dXA
dt = (gA(A)−D)XA

dH
dt = −DH + γshgS(S)XS + γvhgV (V )XV − 1

ch
gH(H)XH

dXH
dt = (gH(H)−D)XH .

(2)
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Analyse du modèle :

Proposition

Pour des valeurs initiales positives, les solutions du système (1) et (2)
restent positives et bornées pour tout t ≥ 0.


dX0

dt = DX0in − (D + khyd)X0

dY
dt = F (Y,X0).

(3)

avec
Y = (S,XS , V,XV , A,XA, H,XH)

Si Z = (Y,X0), le modèle de Weederman et al. s’écrit

dZ

dt
= F (Z, 0).
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Le système (2) possède neuf points d’équilibre :

Équilibre X0 S XS V XV A XA H XH

El X∗
0 S∗

in 0 0 0 0 0 0 0

E0 X∗
0 λS X∗

S V (0) 0 A(0) 0 H(0) 0

EH X∗
0 λS X∗

S V (0) 0 A(0) 0 λH ch(H(0)

−λH )

EA X∗
0 λS X∗

S V (0) 0 λA ca(A(0) − λA) H(0) 0

EAH X∗
0 λS X∗

S V (0) 0 λA ca(A(0) − λA) λH ch(H(0)

−λH )

EV X∗
0 λS X∗

S λV cv(V (0) − λV ) A 0 H 0

EVH X∗
0 λS X∗

S λV cv(V (0) − λV ) A 0 λH ch(H

−λH )

EVA X∗
0 λS X∗

S λV cv(V (0) − λV ) λA ca(A − λA) H 0

E∗ X∗
0 λS X∗

S λV cv(V (0) − λV ) λA ca(A − λA) λH ch(H

−λH )
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avec

X∗0 = ( D
D+khyd

)X0in , S∗in = (
k0khyd
D+khyd

)X0in + Sin ,

X∗S = cs(S
∗
in − λS)

V (0) = γsvX
∗
S , A(0) = γsaX

∗
S , H(0) = γshX

∗
S

A = A(0) + γvacv(V
(0) − λV ) , H = H(0) + γvhcv(V

(0) − λV )

Pour l = S, V,A et H, la fonction gl(l) est telle que :

gl(0) = 0 et g′l(l) > 0.

On note λl la valeur de l telle que :

gl(λl) = D ⇔ λl = g−1l (D)
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Conditions d’existence :

Equilibres Conditions d’existence

El toujours
E0 S∗in > λS
EH H(0) > λH
EA A(0) > λA
EAH A(0) > λA et H(0) > λH
EV V (0) > λV
EV H V (0) > λV et H > λH
EV A V (0) > λV et A > λA
E∗ V (0) > λV , A > λA et H > λH
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Conditions de stabilité

Equilibres Conditions d’existence Conditions de Stabilité

El toujours S∗in < λS
E0 S∗in > λS A(0) < λA , H(0) < λH

et V (0) < λV
EH H(0) > λH A(0) < λA et V (0) < λV
EA A(0) > λA H(0) < λH et V (0) < λV
EAH A(0) > λA et H(0) > λH V (0) < λV
EV V (0) > λV A < λA et H < λH
EV H V (0) > λV et H > λH A < λA
EV A V (0) > λV et A > λA H < λH
E∗ V (0) > λV , A > λA et H > λH Lorsqu’il existe

Analyse de modèles de digestion anaérobie



Les étapes de la digestion anaérobie
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Le taux de biogaz produit pour les modèles avec et sans inhibition
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Région de stabilité pour X0in = 0 :
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Perspectives

Résumé :

Condition Région El E0 EH EA EAH EV EVH EVA E∗
S∗
in < λS R1 S

S∗
in > λS , H(0) < λH ,

A(0) < λA et V (0) < λV R2 I S

S∗
in > λS , H(0) > λH ,

A(0) < λA et V (0) < λV R3 I I S

S∗
in > λS , H(0) > λH ,

A(0) > λA et V (0) < λV R4 I I I I S

S∗
in > λS , H(0) > λH ,

A(0) > λA et V (0) > λV R5 I I I I I I I I S
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Région de stabilité pour X0in = 1 :
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Le taux de biogaz produit pour les modèles avec et sans inhibition
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Analyse du modèle avec inhibition :

Si X∗S = 0 alors V ∗, X∗V , A
∗, X∗A, H

∗ et X∗H sont nuls.

Si X∗S > 0 alors X∗0 = ( D
D+khyd

)X0in, S∗ = λS et

X∗S = cs(S
∗
in − λS).

Le modèle avec inhibition devient :



dV
dt = D(V (0) − V )− 1

cv
gV (V,H)XV

dXV
dt = (gV (V,H)−D)XV

dA
dt = D(A(0) −A) + γvagV (V,H)XV − 1

ca
gA(A)XA

dXA
dt = (gA(A)−D)XA

dH
dt = D(H(0) −H) + γvhgV (V,H)XV − 1

ch
gH(H,A)XH

dXH
dt = (gH(H,A)−D)XH .

(4)
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La fonction de croissance gV (V,H) = mvV
kv+V+µhH

:
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La fonction de croissance gH(H,A) =
mhH

kh+H+µaA
:
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Le système (4) possède douze points d’équilibre :

Équilibre V XV A XA H XH

E1 V (0) 0 A(0) 0 H(0) 0

E2 V (0) 0 A(0) 0 λ0
H ch(H(0) − λ0

H )

E3 V (0) 0 λ1
A ca(A(0) − λ1

A) H(0) 0

E4 V (0) 0 λ2
A ca(A(0) − λ2

A) H(0) 0

E5 V (0) 0 λ1
A ca(A(0) − λ1

A) λ1
H ch(H(0) − λ1

H )

E6 V (0) 0 λ2
A ca(A(0) − λ2

A) λ2
H ch(H(0) − λ2

H )

E7 V̂ cv(V (0) − V̂ ) A
(0)
V

0 H
(0)
V

0

−γvaV̂ −γvhcvV̂

E8 V̆ cv(V (0) − V̆ ) A
(0)
V

0 H̆ ch(H
(0)
V

− H̆

−γvacvV̆ −γvhcvV̆ )

E9 V̂ cv(V (0) − V̂ ) λ1
A ca(A

(0)
V

− λ1
A H

(0)
V

0

−γvacvV̂ ) −γvhcvV̂

E10 V̂ cv(V (0) − V̂ ) λ2
A ca(A

(0)
V

− λ2
A H

(0)
V

0

−γvacvV̂ ) −γvhcvV̂
E11 λ1

V cv(V (0) − λ1
V ) λ1

A ca(A1 − λ1
A) λ1

H ch(H1 − λ1
H )

E12 λ2
V cv(V (0) − λ2

V ) λ2
A ca(A2 − λ2

A) λ2
H ch(H2 − λ2

H )
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avec

λ0V = λV (H(0)) , λ0H = λH(A(0))

λiH = λH(λiA) , λiV = λV (λiH) pour i = 1, 2.

A
(0)
V = A(0) + γvacvV

(0) , H
(0)
V = H(0) + γvhcvV

(0)

Ai = A
(0)
V − γvacvλiV , Hi = H

(0)
V − γvhcvλiV pour i = 1, 2.

V̂ est solution de l’équation implicite

V̂ = λV (H(0) + γvhcv(V
(0) − V̂ )), Ĥ = H

(0)
V − γvhcvV̂ ,

Â = A
(0)
V − γvacvV̂

H̆ = λH(A(0) + γvacv(V
(0) − λV (H̆))) , V̆ = λV (H̆)

et Ă = A
(0)
V − γvacvV̆
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Conditions d’existence :

Equilibres Conditions d’existence

E1 toujours

E2 H(0) > λ0H
E3 A(0) > λ1A
E4 A(0) > λ2A
E5 A(0) > λ1A et H(0) > λ1H
E6 A(0) > λ2A et H(0) > λ2H
E7 V (0) > λ0V
E8 V (0) > λV (λ0H) et H̆ < H

(0)
V − γvhcvV̆

E9 V (0) > λ0V et Â > λ1A
E10 V (0) > λ0V et Â > λ2A
E11 V (0) > λ1V , A1 > λ1A et H1 > λ1H
E12 V (0) > λ2V , A2 > λ2A et H2 > λ2H
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Conditions de stabilité :

Equilibres Conditions de stabilité

E1 V (0) < λ0V , (A
(0) < λ1A ou A(0) > λ2A) et H(0) < λ0H

E2 V (0) < λV (λ0H), (A(0) < λ1A ou A(0) > λ2A)

E3 V (0) < λ0V et H(0) < λ1H
E4 toujours instable

E5 V (0) < λ1V
E6 toujours instable

E7 (Â < λ1A ou Â > λ2A) et Ĥ < λH(Â)

E8 Ă < λ1A ou Ă > λ2A
E9 Ĥ < λ1H
E10 toujours instable
E11 lorsqu’il existe
E12 toujours instable
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Les étapes de la digestion anaérobie
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L’analyse de modèles de la D.A
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Le taux de biogaz produit pour le modèle sans inhibition

Le taux de méthane produit :

QCH4 = α1gA(A)XA |A=A∗,XA=X∗
A

+α2gH(H)XH |H=H∗,XH=X∗
H

Pour les équilibres El, E0 et EV : QCH4 = 0.

Pour l’équilibre EH : QCH4 = α2chD(H(0) − λH).

Pour l’équilibre EA : QCH4 = α1caD(A(0) − λA).

Pour l’équilibre EAH :
QCH4 = α1caD(A(0) − λA) + α2chD(H(0) − λH).

Pour l’équilibre EV H : QCH4 = α2chD(H̄ − λH).

Pour l’équilibre EV A : QCH4 = α1caD(Ā− λA).

Pour l’équilibre E∗ : QCH4 = α1caD(Ā− λA) + α2chD(H̄ − λH).

Si V (0) > λV alors le méthane produit par le modèle sans inhibition est
maximale pour l’équilibre E∗. Si V (0) < λV alors le maximum du
méthane est donné par l’équilibre EAH .
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avec

λS = DkS
mS−D

λV = DkV
mV −D

λA = DkA
mA−D

λH = DkH
mH−D

et 0 < D < min(mS ,mV ,mA,mH)
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Le taux de biogaz produit pour le modèle sans inhibition

Le taux de l’hydrogène produit :

QH2 = α3gS(S)XS |S=S∗,XS=X∗
S

+α4gV (V )XV |V=V ∗,XV =X∗
V

Pour l’équilibre El : QH2 = 0.

Pour les équilibres E0, EH , EA et EAH : QH2 = α3DX
∗
S .

Pour les équilibres EV , EV H , EV A et E∗ :

QH2 = α3DX
∗
S + α4Dcv(V

(0) − λV )

.

Si V (0) > λV alors l’hydrogène produit par le modèle sans inhibition est
maximale pour l’un des équilibres EV , EV H , EV A ou E∗. Si V (0) < λV
alors le maximum de l’hydrogène est donné par E0, EH , EA ou EAH .
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Le taux d’hydrogène produit dans le cas V (0) < λV , X0in fixe

et Sin varie
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Le taux de biogaz produit pour le modèle avec inhibition

Le taux de méthane produit :

QCH4 = α1gA(A)XA |A=A∗,XA=X∗
A

+α2gH(H,A)XH |H=H∗,A=A∗,XH=X∗
H

Pour les équilibres E1 et E7 : QCH4 = 0.

Pour l’équilibre E2 : QCH4 = α2Dch(H(0) − λ0H).

Pour l’équilibre E3 : QCH4 = α1Dca(A(0) − λ1A).

Pour l’équilibre E4 : QCH4 = α1Dca(A(0) − λ2A).

Pour l’équilibre E5 :
QCH4 = α1Dca(A(0) − λ1A) + α2Dch(H(0) − λ1H).

Pour l’équilibre E6 :
QCH4 = α1Dca(A(0) − λ2A) + α2Dch(H(0) − λ2H).
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avec

λS = Dks
ms−D

λ1A =
(ma−D)−

√
(D−ma)2−4D2 ka

kI
2D
kI

λ2A =
(ma−D)+

√
(D−ma)2−4D2 ka

kI
2D
kI

λ1H =
D(kh+µaλ

1
A)

mh−D

λ2H =
D(kh+µaλ

2
A)

mh−D

λ1V =
D(kv+µhλ

1
H)

mv−D

λ2V =
D(kv+µhλ

2
H)

mv−D
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Le modèle complet de la D.A.en ajoutant l’étape d’hydrolyse
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Le taux de biogaz produit pour le modèle avec inhibition

Le taux de méthane produit :

QCH4 = α1gA(A)XA |A=A∗,XA=X∗
A

+α2gH(H,A)XH |H=H∗,A=A∗,XH=X∗
H

Pour l’équilibre E8 : QCH4 = α2Dch(H
(0)
V − H̆ − γvhcvV̆ ).

Pour l’équilibre E9 : QCH4 = α1Dca(A
(0)
V − λ1A − γvacvV̂ ).

Pour l’équilibre E10 : QCH4 = α1Dca(A
(0)
V − λ2A − γvacvV̂ ).

Pour l’équilibre E11 :
QCH4 = α1Dca(A1 − λ1A) + α2Dch(H1 − λ1H).

Pour l’équilibre E12 :
QCH4 = α1Dca(A2 − λ2A) + α2Dch(H2 − λ2H).
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Le modèle complet de la D.A.en ajoutant l’étape d’hydrolyse
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Le taux de méthane produit pour Sin fixe et X0in varie

Analyse de modèles de digestion anaérobie
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Le taux de biogaz produit pour le modèle avec inhibition

Le taux de l’hydrogène produit :

QH2 = α3gS(S)XS |S=S∗,XS=X∗
S

+α4gV (V,H)XV |V=V ∗,H=H∗,XV =X∗
V

Pour les équilibres E1, E2, E3, E4, E5 et E6 : QH2 = α3DX
∗
S .

Pour les équilibres E7, E9 et E10 :
QH2 = α3DX

∗
S + α4Dcv(V

(0) − V̂ ).

Pour l’équilibre E8 : QH2 = α3DX
∗
S + α4Dcv(V

(0) − V̆ ).

Pour l’équilibre E11 : QH2 = α3DX
∗
S + α4Dcv(V

(0) − λ1V ).

Pour l’équilibre E12 : QH2 = α3DX
∗
S + α4Dcv(V

(0) − λ2V ).
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Le modèle complet de la D.A.en ajoutant l’étape d’hydrolyse
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• Construction de lois de contrôle pour maximiser la production d’H2 et
de CH4.

• L’études d’autres modèles de digestion anaérobie en prenant en compte
les termes de mortalité et l’inhibition dans les fonctions de croissance.
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