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dxi

dt

= xiFi(x1, x2, ..., xn)
xi � 0

No migration of any kindPas de migration



dxi

dt

= xiFi(x1, x2, ..., xn)

(very) weak persistence

8 xi(0) > 0 9 a > 0;9 M > 0 : a  xi(t)  M

strong persistence

9 a > 0;9 M > 0 8 xi(0) > 0 :

a  lim xi(t)  lim xi(t)  M

xi � 0

Persistence faible

Persistence forte

Gause-Rosenzweig-MacArthur
est fortement persistant (équilibre ou cycle limite G.A.S.)
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Rosenzweig - MacArthur model
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Le modèle de Gause Rosenzweig-Mac Arthur
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Two environments : same question

dxi

dt

= xiFi(x1, x2, ..., xn, u)

u 2 {1, 2}

Même question avec 2 environnements



strong persistence

9 a > 0;9 M > 0 8 xi(0) > 0 :

a  lim xi(t)  lim xi(t)  M

strong persistence

9 a > 0;9 M > 0 8 xi(0) > 0 :

a  lim xi(t)  lim xi(t)  M

8t 7! u(t) 8xi(0) 9 a > 0 9 M > 0 :

9 a > 0 9 M > 0 8xi(0) ; 8t 7! u(t)

dxi

dt

= xiFi(x1, x2, ..., xn, u) u 2 {1, 2}

Persistence inconditionnelle



On suppose que chaque système est 
persistant :

Est-ce que le système commuté est 
inconditionnellement persistant ?



Le cas de la persistance forte



Le cas de la persistance forte

⌃1

⇢
ẋ = 5 x(1� x� y)
ẏ = 1 y(1� 0.8x� 1.1y)

⌃2

⇢
ẋ = 1 x(1� 1.2x� 1.2y)
ẏ = 5 y(1� 1.1x� 1.25y)



Le cas de la persistance forte



⌃1

⇢
ẋ = 5 x(1� x� y)
ẏ = 1 y(1� 0.8x� 1.1y)

⌃2

⇢
ẋ = 1 x(1� 1.2x� 1.2y)
ẏ = 5 y(1� 1.1x� 1.25y)

Le cas de la persistance forte



⌃1

⇢
ẋ = 5 x(1� x� y)
ẏ = 1 y(1� 0.8x� 1.1y)

⌃2

⇢
ẋ = 1 x(1� 1.2x� 1.2y)
ẏ = 5 y(1� 1.1x� 1.25y)

Le cas de la persistance forte



⌃1

⇢
ẋ = 5 x(1� x� y)
ẏ = 1 y(1� 0.8x� 1.1y)

⌃2

⇢
ẋ = 1 x(1� 1.2x� 1.2y)
ẏ = 5 y(1� 1.1x� 1.25y)

Le cas de la persistance forte

� =
1
T

= 10

⌃
⇢

ẋ = 1/2 x(6� 6.2x� 6.2y)
ẏ = 1/2 y(6� 6.3.8x� 7.35y)

Non persistant



⌃1

⇢
ẋ = 5 x(1� x� y)
ẏ = 1 y(1� 0.8x� 1.1y)

⌃2

⇢
ẋ = 1 x(1� 1.2x� 1.2y)
ẏ = 5 y(1� 1.1x� 1.25y)

Le cas de la persistance forte

⌃
⇢

ẋ = 1/2 x(6� 6.2x� 6.2y)
ẏ = 1/2 y(6� 6.3.8x� 7.35y)

Persistant

� =
1
T

= 0.1



Eléments de contexte :

ẋ = u(t)Ax + (1� u(t)Bx; u(t) 2 {0, 1}

ẋ = u(t)Ax + (1� u(t))Bx ; u(t) 2 {0, 1}

Inconditionnellement stable

Boscain, Balde, Sigalotti..........2000 

Systèmes linéaires commutés



Eléments de contexte :

ẋ = u(t)Ax + (1� u(t)Bx; u(t) 2 {0, 1}

P.D.M.P.
Piecewise Deterministic Makov Processes

Davis, M. H. A. (1984). "Piecewise-Deterministic Markov 
Processes: A General Class of Non-Diffusion Stochastic Models". 
Journal of the Royal Statistical Society. Series B (Methodological) 
46 (3): 353–388. JSTOR 2345677.



ẋ = u(t)Ax + (1� u(t)Bx; u(t) 2 {0, 1}

Contrôlabilité
(1970)

X

t3 � Y

t2 � X

t1(xo

)

Décrire l’ensemble des points accessibles
Hermes, Jurdjevic, Krener,  Kupka, Lobry, Sallet, Sussman....



ẋ = u(t)Ax + (1� u(t)Bx; u(t) 2 {0, 1}

P.D.M.P.
Piecewise Deterministic Makov Processes

X

t3 � Y

t2 � X

t1(xo

)

• Les ti sont aléatoires selon une loi exponentielle.

• On tire au sort X ou Y selon une loi de proba fixée.

X

t3 � Y

t5+t4+t3 � X

t2+t1(xo

)



ẋ = u(t)Ax + (1� u(t)Bx; u(t) 2 {0, 1}

P.D.M.P.
Piecewise Deterministic Makov Processes

X

t3 � Y

t2 � X

t1(xo

)

• Les ti sont aléatoires selon une loi exponentielle.

• On tire au sort X ou Y selon une loi de proba fixée.
X

t3 � Y

t5+t4+t3 � X

t2+t1(xo

)

Décrire la loi de probabilité



ẋ = u(t)Ax + (1� u(t)Bx; u(t) 2 {0, 1}

Michel Benaim
Persistance stochastique



ẋ = u(t)Ax + (1� u(t)Bx; u(t) 2 {0, 1}

Michel Benaim
Persistance stochastique
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ẋ = u(t)Ax + (1� u(t)Bx; u(t) 2 {0, 1}

Michel Benaim
Persistance stochastique

= ( ) ( ( ), ( )), = . . .

( ) 2 { , . . . , }

( ( + ) = | ( ),  , ( ) = ) = � ( ( )) + ( )

6= � ( ) � .

• = R+ ⇥ { , . . . }

• = {( , ) 2 :
Q

= }



ẋ = u(t)Ax + (1� u(t)Bx; u(t) 2 {0, 1}

Michel Benaim
Persistance stochastique
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R
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ẋ = u(t)Ax + (1� u(t)Bx; u(t) 2 {0, 1}

Michel Benaim
Persistance stochastique

La persistance inconditionnelle entraine 
évidemment la persistance stochastique

Théorèmes de persistance stochastique
(plutôt complexes)



Un outil de simulation
des ensembles d’états accessibles

P.D.M.P.
Piecewise Deterministic Makov Processes



.................................





� = 20 � = 5 � = 0.2



Retour sur la persistence inconditionnelle



dx

dt

= a1x� b1xy

dy

dt

= c1xy � d1y

dx

dt

= a2x� b2xy

dy

dt

= c2xy � d2y

Le cas de la persistance faible



An old result (1974) :

If

• rank L{f(x, 1), f(x, 2)} = n

• Trajectories of f(x, i) are recurrent

then every point is accessible from any point.

Un vieux résultat de 74 :

• rang L{f(x, 1), f(x, 2)} = n

• les trajectoires de f(x, i)) sont récurrentes

alors tout point est accessible de tout point.

Le cas de la persistance faible



dx

dt

= a1x� b1xy

dy

dt

= c1xy � d1y

dx

dt

= a2x� b2xy

dy

dt

= c2xy � d2y

En dim 2 il suffit de regarder les trajectoires

Le cas de la persistance faible



Le cas de la persistance forte

Retour sur Gause-Rozsenzweig-MacArthur
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PDMP
Associé
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� = 20 � = 5 � = 0.2





Gerbier (1975)
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Rosenzweig - MacArthur model
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The case of strong persistance
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x

y
x

0 = �y �0.2(x� 1)e�0.2 ⇢

y

0 = (x� 1) �0.2ye

�0.2 ⇢ (1)

x

0 = �y �0.2(x + 1)e�0.2 ⇢

y

0 = (x + 1) �0.2ye

�0.2 ⇢ (1)

G.A.S.

G.A.S.



Etats accessibles de
2 champs dans le plan

U = {t 7! u(t) 2 {1; 2}}

A(S) = {x(t, x
o

, u(.)) : x0 2 S ; u(.) 2 U}



⌃+

⌃�

⌃0

Point régulier



⌃+

Frontière locale

Points intérieurs 

⌃�



⌃+

⌃�

Frontière locale

Points intérieurs 



Application de “retour”

⌃+

⌃+

Condition suffisante d’invariance



Condition suffisante d’invariance

⌃+

⌃+

Application de “retour”
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Condition suffisante d’invariance

Application de “retour”
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⌃+

Condition suffisante d’invariance

Application de “retour”



⌃+

⌃+

Condition suffisante d’invariance

Application de “retour”



Poincaré return map

Sufficient condition for invariant sets

⌃+

⌃+
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Condition suffisante d’invariance

Application de “retour”
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Condition suffisante d’invariance

Application de “retour”



⌃+

⌃+

Condition nécessaire d’invariance

Application de “retour”
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Condition nécessaire d’invariance

Application de “retour”



⌃� ⌃0

Condition nécessaire d’invariance

ou



Condition nécessaire d’invariance



Condition nécessaire d’invariance



Condition nécessaire d’invariance



⌃� or ⌃0

Condition nécessaire d’invariance



Condition nécessaire d’invariance



Condition nécessaire d’invariance



Condition nécessaire d’invariance



Condition nécessaire d’invariance



Condition nécessaire d’invariance



Condition nécessaire d’invariance



⌃�

Necessary condition for transitivity
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Retour sur RMA



x’ = y - 0.2 (x-1)

y’ = (x-1) - 0.2 y

x’ = y - 0.2 (x+1)

y’ = (x+1) - 0.2 y

⌃+

⌃�

⌃+

Deux foyers stable du plan



x

y

T = 4000

Invariant
Transitif
Attractif

x’ = y - 0.2 (x-1)

y’ = (x-1) - 0.2 y

x’ = y - 0.2 (x+1)

y’ = (x+1) - 0.2 y

� = 100



x

y

x’ = y - 0.2 (x-1)

y’ = (x-1) - 0.2 y

x’ = y - 0.2 (x+1)

y’ = (x+1) - 0.2 y

� = 1
T = 2000

Invariant
Transitif
Attractif
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T = 4000

x’ = y - 0.2 (x-1)

y’ = (x-1) - 0.2 y

x’ = y - 0.2 (x+1)

y’ = (x+1) - 0.2 y

� = 1Invariant
Transitif
Attractif



x

y

x’ = y - 0.2 (x-1)

y’ = (x-1) - 0.2 y

x’ = y - 0.2 (x+1)

y’ = (x+1) - 0.2 y

Application
de Poincaré

⌃+ ⌃� ⌃+



Application de poincaré sans point fixe
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0 = �y �0.2(x� 1)e�0.2 ⇢
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0 = (x� 1) �0.2ye
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yPoincaré first 
return map
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G.A.S.

G.A.S.



Two G.A.S. focus in the plane

⌃+

⌃�

change the direction of one rotation
x’ = -y - (x-1)

y’ = (x-1) - y

x’ = y - (x+1)

y’ = -(x+1) - y
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Retour sur RMA
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Analyse du premier 
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Transitif invariant
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