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t 7! x(t) ne n’est jamais nul stricto sensu.

Zéro machine = 10

�240

Mettre dans les programmes :

If x < seuil then x := 0.



Pour les petites populations il faut prendre :

x(t) = N(t)

où N est un entier
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La croissance exponentielle Proba de naissance

Proba de mort
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La croissance exponentielle
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Logistique Vie-et-Mort
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3 extinctions







Avec dt = 0.000001



Avec dt = 0.00001

(1-x)pdt >1
(1-x)qdt > 1 !!



On transforme “vie et mort” en un processus 
équivalent dit de
Feller-Gillespie



P

0

@
N(t + dt) =

8
<

:

N(t) + 1
N(t)
N(t)� 1

9
=

;

1

A
= N(t)(1�N(t)/Nb)pdt + o(dt)
= 1�N(t)(1�N(t)/Nb)(p + q))dt + o(dt)
= N(t)(1�N(t)/Nb)qdt + o(dt)

P

0

@N(t + dt) =

8
<

:

N(t) + 1
N(t)
N(t)� 1

9
=

;

1

A
= f(N(t))pdt
= 1� f(N(t))(p + q))dt
= f(N(t)qdt

Prochain évènement  à l’instant t

0 t = kdt t + dt

Pas de naissance

1 naissance ou une mort 

T v.a.  “ attente du prochain évènement “

Pas de mort

= P (T 2 [t; t + dt[)

P (t 2 [t, t + dt]) ⇡
✓

1� N(t)(p + q)dt

k

◆k

· N(t)(p + q)dt

P (T 2 [t, t + dt]) =
Z t+dt

t
N(t)(p + q) e�N(t)(p+q)sds

P

0

@
N(t + dt) =

8
<

:

N(t) + 1
N(t)
N(t)� 1

9
=

;

1

A
= N(t)pdt + o(dt)
= 1�N(t)(p + q))dt + o(dt)
= N(t)qdt + o(dt)



P

0

@
N(t + dt) =

8
<

:

N(t) + 1
N(t)
N(t)� 1

9
=

;

1

A
= N(t)(1�N(t)/Nb)pdt + o(dt)
= 1�N(t)(1�N(t)/Nb)(p + q))dt + o(dt)
= N(t)(1�N(t)/Nb)qdt + o(dt)

P

0

@N(t + dt) =

8
<

:

N(t) + 1
N(t)
N(t)� 1

9
=

;

1

A
= f(N(t))pdt
= 1� f(N(t))(p + q))dt
= f(N(t)qdt

Prochain évènement  à l’instant t

0 t = kdt t + dt

Pas de naissance

1 naissance ou une mort 

T v.a.  “ attente du prochain évènement “

Pas de mort

= P (T 2 [t; t + dt[)

P (t 2 [t, t + dt]) ⇡
✓

1� N(t)(p + q)dt

k

◆k

· N(t)(p + q)dt

P

0

@
N(t + dt) =

8
<

:

N(t) + 1
N(t)
N(t)� 1

9
=

;

1

A
= N(t)pdt + o(dt)
= 1�N(t)(p + q))dt + o(dt)
= N(t)qdt + o(dt)

P (T 2 [t, t + dt]) ⇡
Z t+dt

t
N(t)(p + q) e�N(t)(p+q)sds



P

0

@
N(t + dt) =

8
<

:

N(t) + 1
N(t)
N(t)� 1

9
=

;

1

A
= N(t)(1�N(t)/Nb)pdt + o(dt)
= 1�N(t)(1�N(t)/Nb)(p + q))dt + o(dt)
= N(t)(1�N(t)/Nb)qdt + o(dt)

P

0

@N(t + dt) =

8
<

:

N(t) + 1
N(t)
N(t)� 1

9
=

;

1

A
= f(N(t))pdt
= 1� f(N(t))(p + q))dt
= f(N(t)qdt

P (T 2 [t, t + dt]) =
Z t+dt

t
N(t)(p + q) e�N(t)(p+q)sds

à la limite (ou pour dt i.p.)  T  suit une loi exponentielle de paramètre 

� = N(t)(p + q)

E[T ] =
1
�

=
1

N(t)(p + q)

�2(t) =
1
�2

=
1

(N(t)(p + q))2



Processus de Feller-Gillespie
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C’est un algorithme :

1. t 0;

2. N  N(0);

3. 0n tire T selon une loi exponentielle de paramètre N(0)(p + q);

4. W  +1 ou � 1 selon p/(p + q) et q/(p + q);

5. t T ;

6.  T + W

7. On recommence...
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Rien n’empêche p et  q  de dépendre de  N(t) et t

On se donne p(N) et q(N)

(N(0)(p(N(0), 0)q(N(0), 0))
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Approximation diffusion

Pour  N(t)  grand le temps de simulation est trop grand

1. x(t) =
N(t)

!

: Une unité de x représente ! individus.

2. On se donne p = p(x, t) ; q = q(x, t)

3. On évalue l’accroissement de x sur une durée �t telle que

N(t)(p + q)�t = !x(t)�t

soit grand (de l’ordre de 103).



1. # = “nombre (aléatoire) d’évènements sur” [t, t + �t[

2. x(t) est approximativement constant sur [t, t + �t[ si �t n’est pas trop

grand.

3. N(t + Deltat)�N(t) =
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4. comme # est grand W =

P#
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i

est approximativement une gaussienne.
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p�q
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2
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p
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q
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6. “en moyenne” # = N(t)(p + q)�t = !x(t)(p + q)�t
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Processus de diffusion

Schéma d’Euler + (petit) bruit en 
p

�t



Processus de diffusion



Pour respecter la positivité :

La croissance exponentielle “diffusion” 

x(t + dt) = x(t) + dtf(x(t)) + �(x(t))
p

dtN (0, 1)

x(t + dt) = max

n

x(t) + dtf(x(t)) + �(x(t)

p
dtN (0, 1) ; 0

o

x(t + dt) = x(t) + dt r x(t) + (±)� x(t)
p

dt

y = ln(x)

y(t + dt) = y(t) + (r dt + (±)�
p

dt)� 1
2
(r dt + (±)�

p
dt)2

y(t + dt) = y(t) + (r � �2/2)dt + (±)�
p

dt) + ...

Exemple de processus 
de diffusion



log(log)



log(log)

p.s. x(t) tend vers 0







Expériences numériques

• p(t) = 10(1 + t/2) ; q(t) = 10(2� t/2)

• Approximation déterministe : ẋ(t) = 10(�1 + t)x(t)
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Un modèle
 proie-prédateur



1 unité de x =  individus



1 unité de x =  individus

-



1 unité de x =  individus

-



Simulations





+bruit très (très) petit

Ce n’est pas une surprise





C’est une (grosse surprise) car le 
nombre d’individus est toujours 

très grand.







Probabilité empirique d’extinction en fonction de   
(1000 réalisations)  
Extinction fixée à 1000 individus



m(t) = a + b cos(r t)

 On “repasse”, en bleu, avec la partie déterministe seule

Simulations : En rouge le modèle complet
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Explication
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